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Capitulo 1

Probabilidad

La probabilidad y la estadistica son, sin duda, las ramas de las Matematicas que estan en mayor
auge en las dltimas décadas, y tienen una tremenda aplicabilidad en todos los aspectos y ciencias,
especialmente en las Ciencias Sociales, puesto que aquellas variables que influyen en dichas ciencias,
econdmicas, demogréaficas y sociales, suelen tener caracter aleatorio, es decir, no son deterministas, y
se fundamentan en predicciones a partir de datos conocidos. Todo aquello que implique prediccion nos
lleva al terreno de la probabilidad.

1.1. Experimentos aleatorios

En todos los aspectos de la vida a veces nos encontramos con acontecimientos predeterminados, es
decir, tales que podemos decir el resultado de dichos acontecimientos antes de que finalice o incluso de
que comience. Tal es el caso de:

1. Tirar una piedra desde un edificio (sabemos que se caera).
2. Calentar una caldera con agua (sabemos que la temperatura sube).

3. Golpear una pelota (sabemos que se va a mover).

Tales acontecimientos o experimentos de los que podemos predecir el resultado antes de que se realicen
se denominan experimentos deterministas. Sin embargo, analicemos otro tipo de experimentos, mucho
mas interesantes desde el punto de a vista matemético:

1. Lanzar un dado normal, de 6 caras y no trucado, al aire.
2. Tirar una moneda al aire y observar qué lado cae hacia arriba.

3. Jugar una partida de péquer y, en general, cualquier juego en el que intervenga el azar.

i Podemos predecir el resultado que vamos a obtener?. Evidentemente no. Estos son experimentos no
deterministas. A este tipo de experimentos, en los cuales no se puede predecir el resultado antes de
realizar el experimento se les denomina experimentos aleatorios.

1.2. Definiciones basicas

La teoria de probabilidades se ocupa de asignar un cierto niimero a cada posible resultado que pueda
ocurrir en un experimento aleatorio, con el fin de cuantificar dichos resultados y saber si un suceso es
més probable que otro o relaciones parecidas. Con este fin, introduciremos algunas definiciones.
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Si realizamos un experimento aleatorio, llamaremos espacio muestral o universo del experimento
al conjunto de todos los posibles resultados de dicho experimento.
Al espacio muestral lo representaremos por la letra U.

Ejemplo:

Preg.- ;Cuél es el espacio muestral asociado al experimento de lanzar un dado normal al aire y
observar a la cara que queda hacia arriba?.
Resp.- En este caso hay 6 posibles resultados y el espacio muestral estara formado por:

U =1{1,2,3,4,5,6}

Llamaremos suceso aleatorio a cualquier subconjunto del espacio muestral. Dicho de forma sim-
ple, un suceso de un experimento aleatorio es cualquier cosa que se nos ocurra afirmar sobre dicho
experimento.

Asi si tiramos una moneda dos veces, serian sucesos todos los siguientes:

1. Sale al menos una cara.
2. Salen maés caras que cruces.

3. No sale ninguna cruz.

1.3. Definicién de la probabilidad

1.3.1. Definicién clasica

Supongamos que un suceso E tiene h posibilidades de ocurrir entre un total de n posibilidades,
cada una de las cuales tiene la misma oportunidad de ocurrir que las demés. Entonces, la probabilidad
de que ocurra E (o sea un éxito) se denota por:

S|

p=Pr{E} =
La probabilidad de que NO ocurra E (o sea un fracaso) se denota por:

—h h
DTy Y1 p=1-Pr{E}
n

q= Pr{noE} =

La probabilidad se encuentra en el rango de 0 y 1; donde 0 indica que el suceso nunca ocurrird y 1
que el suceso siempre ocurrira.

Asi la probabilidad de que ocurra un suceso (p) sumada a la probabilidad de que no ocurra el
mismo suceso (q) siempre es 1.

ptqg=1

Ejemplo:

Preg.- Se lanza un dado, calcular la probabilidad de obtener un 3.
Resp.-
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1. Calcular el espacio muestral para el lanzamiento de un dado.
U=1{1,2,3,4,5,6}
2. Sea el suceso E: Obtener un 3.
3. Calcular los casos de éxito para el suceso E.
E={3}
4. Calcular el ntimero de posibilidades de éxito (h), es decir, el ntimero de elementos de E.
h=1

5. Calcular el ntimero total de posibilidades del experimento (n), es decir, el nimero de elementos
de U.

n==~6

6. Calcular la probabilidad de obtener 3 al lanzar un dado al aire.

o1
—Pr{EV=2—==
p=Pr{E} ~ =3

1
PZPT"{E}:E

1.3.2. Definicién como frecuencia relativa

La definicion clasica de probabilidad tiene repeticiéon de que las palabras “misma oportunidad”
aparecen como sinonimias de “equiprobables”, lo cual produce un circulo vicioso. Por ello, algunos
autores defienden una definicién estadistica de probabilidad. Para ellos, la probabilidad estimada o
probabilidad empirica, de un suceso se toma como la frecuencia relativa de ocurrencia del suceso cuando
el nimero de observaciones es muy grande. La probabilidad misma es el limite de esa frecuencia relativa
cuando el namero de observaciones crece indefinidamente.

1.4. Probabilidad condicional

Generalmente hablando, la probabilidad condicional de un suceso Ey dado otro suceso F1, denotada
Pr{Es|E; }es la probabilidad de que el suceso Fy ocurra cuando sabemos que el suceso E; ocurrio6.
Esta es la razon por la cual se llama condicional a esta probabilidad. La probabilidad de que el suceso
FE5 ocurra estd condicionada por la ocurrencia de E;. Esta informacién adicional sobre E5 se incluye
en el computo de su probabilidad condicional cuando analizamos los resultados posibles que se pueden
observar cuando sabemos que F; ha ocurrido.

La probabilidad condicional es el cociente que se obtiene dividiendo a la probabilidad de la inter-
seccion de Eqy FEsentre la probabilidad de E;.

P’I’{EQ ﬂEl}

PT{E2|E1}: El

Ejemplo:
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Preg.- En el experimento de lanzar 2 dados legales, sabiendo que la suma de los dos ntmeros es 6,
calcular la probabilidad de que el primer ntimero sea par.
Resp.-

1.

Calcular el universo del experimento:

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6
2,1 2,2 2.3 2,4 2,5 2,6
U= 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6
) 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6
51 5,2 5,3 5,4 55 5,6
6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6
. Identificar E 1y Fs:
E;: La suma de los dos ntimeros es 6 (lo que sabemos).
FEs: El primer niimero sea par.
Calcular los casos de éxito para E:
1,5
2.4
E = 3,3
4,2
5,1
Calcular los casos de éxito para Es:
2,1 2,2 23 2,4 2,5 2,6
Ey=<¢ 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6
6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6

b

Calcular la interseccion de Eqy Fo:

2,4
sos-{,, >

Calcular la probabilidad de Ej:

h 5
PT{EI}:E:%

Calcular la probabilidad de E; N Es:

h 2
P’/‘{ElmEQ}:ﬁ:%

Calcular de que el primer nimero sea par al lanzar un par de dados, sabiendo que la suma es 6:

PriEsNE 2 2x36 2
PT{E2‘E1}:7T{ 2 1}:%— 90 _

Ey = 365 5

1.5.

Sucesos compuestos

Se llaman sucesos compuestos, a los sucesos formados por dos o mas espacios muestrales; es decir,
por més de un experimento.
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1.5.1. Sucesos independientes

Un suceso es Ejes independiente de otro suceso Fs, si la ocurrencia del suceso F5 no influye en la

realizacion del evento Fj.

La probabilidad de un suceso compuesto independiente es el producto de las probabilidades indi-
viduales de los sucesos que lo forman, es decir,

Pr{E\EsE5...Ey,} = Pr{E1} « Pr{Es} * Pr{Es}*...x Pr{E,}

Preg.- De una baraja de 52 cartas se extraen con reposicién! y en forma sucesiva dos cartas. ;Cuél
es la probabilidad de que las dos cartas sean exactamente trébol(de)?

Resp.-

1. Calcular el espacio muestral:

AD 20 30 40
g_) A% 2% 38 s
T A0 20 30 40

AN 246 34 44

2. Determinar F1y Fs:
E;: Obtener un trébol(é).
Es5: Obtener un trébol(é).

3. Calcular los casos de éxito para Fjy:

Ey={ A% 2& 3& 4%

4. Calcular los casos de éxito para Fo:

Ey={ A% 2& 3% 4k

5. Calcular la probabilidad de E;:

6. Calcular la probabilidad de Fs:

Ejemplo:

50 60 70 80 90
5% Gk Th Sk 9%
50 6O 70 8O 9O
54 GA Th 36 94
S5 G 7& S& 9%
S5 G T& S& 9%

h 13 1
Priby=0=5"1

h 13 1
Prig}==%"1

100
10
10$
104

10&%

10&%

JO
J&
IO
Jh

J &

J &

QO
Qe
QO
Qé

Qb

Qb

KQ
K&
K
K&

K&

K& )

7. Calcular la probabilidad de obtener dos cartas de trébol en dos extracciones sucesivas:

Pr{E\Ex} = Pr{E\} * Pr{Es} =

=] =

=~ =

ldespués de cada extracciéon se anota el resultado y se devuelve la carta a la baraja
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1.5.2. Sucesos dependientes

Un suceso es Fses dependiente de otro suceso FEi, si la ocurrencia del suceso E; influye en la

realizacion del evento Es.

La probabilidad de un suceso compuesto dependiente es el producto de las probabilidades los sucesos

que lo forman, es decir,

PT{ElEQEg...En} = P’I“{El}*PT{EQ‘El}*P?“{Eg‘EQEl}*

Preg.- De una baraja de 52 cartas se extraen sin reposicién? y en forma sucesiva dos cartas. ;Cuél
es la probabilidad de que las dos cartas sean exactamente trébol(de)?

Resp.-
1. Calcular el espacio muestral:

AQ 20 30 40

g_) A% 2% 38 s
T A0 20 30 40
AN 246 34 44

2. Determinar F1y Fs:
E;: Obtener un trébol(é).
Es5: Obtener un trébol(é).

3. Calcular los casos de éxito para Fjy:

Ey={ A% 2& 3& 4%

4. Calcular la probabilidad de FE;:

5. Calcular la probabilidad de Fasabiendo que F; ya se ha dado. Después de la primera extraccion el
espacio muestral ha sido modificado; ahora existen 51 cartas en la baraja y 12 cartas de trébol (é):

50 69
5k Gk
56 60
Y YT Y
b G
P’I“ {El} =

Ejemplo:

h
Pr {E2|E1} = —

12
n 51

70 80 90 10
7&% 8% Ok 10&
7680 90 10O
74 S& 96 104
&% S& 9% 10&
h 13 1

n_ 52 4

JO Q0
J& Qb
JO QO
JO Qb
J& Qb

KQ
K&
K$
K&

K&

6. Calcular la probabilidad de obtener dos cartas de trébol en dos extracciones sucesivas:

1

PT’{ElEQ} = P’I’{E1} *PT‘{E2|E1} = Z *

12

51 204 17

12 1

2después de cada extraccion se anota el resultado y se no devuelve la carta a la baraja
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1.6. Sucesos excluyentes

1.6.1. Sucesos mutuamente excluyentes

Siendo F1y FEs dos sucesos cualesquiera del mismo experimento, la probabilidad de que solo uno
de ellos se dieran es igual a la suma de las probabilidades de cada uno de ellos.

PT{E1+E2}:PT{E1}+PT{E2}

La ocurrencia de un de los sucesos implica la no ocurrencia del otro, de ahi el nombre de mutuamente

excluyentes.

Preg.- De una baraja de 52 ;Cudl es la probabilidad de obtener un corazon(Q) o un diamante(<>)?

Resp.-
1. Calcular el espacio muestral:

AQ 20 30 40
Ad 2& 3& 41&
AO 28 30 40
AN 26 346 16

U =

2. Determinar F1y Fs:
E;: Obtener un corazon(Q).
Es5: Obtener un diamante($>).

3. Calcular los casos de éxito para Fy:

By ={ AV 20 30 49

4. Calcular los casos de éxito para Fo:

Ey={ A0 20 30 40

5. Calcular la probabilidad de E;:

6. Calcular la probabilidad de Fs:

50
5&
5¢
54

50

5¢

6%
G
6O
Gh

60

60

Ejemplo:

70
T
0%
h

70

7%

h
PT{EI}:E:

h
Priby =0 =5%~1

80 90
8k 9%
8¢ 9O
Sh 94

80 90

8% 9O

13 1

52 4

13 1

100
10
10$
104

100

10$

JQO
J&
JO
J&

JO

JO

QO
Qe
QO
Qé

QY

QO

KQ
K&
K
K&

KO }

Ko

7. Calcular la probabilidad de obtener una carta de corazén o una carta de diamante:

Pr{E\ + Ey} = Pr{E1} + Pr{E,} =
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1.6.2. Sucesos no mutuamente excluyentes

Siendo Fhy Es dos sucesos cualesquiera, la probabilidad de que uno o los dos se dieran al mismo
mismo tiempo es igual a la suma de las probabilidades de cada uno de ellos, menos la probabilidad de
la interseccién de ambos.

P’I”{El+E2}:PT{El}-f—PT{EQ}—PT‘{ElnEQ}

La ocurrencia de un de los sucesos no garantiza la no ocurrencia del otro, es posible que los dos
sucesos se den al mismo tiempo.

Ejemplo:

Preg.- De una baraja de 52 ;Cudl es la probabilidad de obtener un corazén(9©) o un 27
Resp.-

1. Calcular el espacio muestral:

AQ 20 30 40 50 60 70 80 90 100 JO QU KO
Ad 2& 3% 4% Sk Gk Td 3% Ok 10& J& Qb K&
A 20 30 40 50 60 TO 8O 9O 106 JO QO KO
AN 26 36 146 56 A TA 36 OA 106 JA QA K&

2. Determinar F1y Fs:
E;: Obtener un corazén(Q).
E5: Obtener un 2.

3. Calcular los casos de éxito para Fi:

Er={ A0 20 30 40 50 60 70 80 90 100 JO QU KO }

4. Calcular los casos de éxito para Es:

20
2
By 2‘:;
26
5. Calcular la probabilidad de E;:

h 13 1
P E = —_ = — = -
By = =51

6. Calcular la probabilidad de Fs:
h 4
Pr{FE)}=—=—=—
r{fz} =~
7. Calcular la intersecciéon de los sucesos Fp y Es:

Ey N Ey = {20}

Si la interseccion es nula, se tratan de sucesos mutuamente excluyentes.



CAPITULO 1. PROBABILIDAD 9

8. Calcular la probabilidad de £y N Es:

h 1 1
PT{ElmEQ}:;:ﬁzﬁ

9. Calcular la probabilidad de obtener una carta de corazén o una carta con el valor 2:

1 1 1 16 4
PT{E1 +E2}:PT{E1}+PT{E2}_PT{ElmEQ}:Z—i_ﬁ_@:ﬁ:ﬁ

1.7. Analisis combinatorio

Es la rama de la matematica que estudia los diversos arreglos o selecciones que podemos formar
con los elementos de un conjunto dado, los cuales nos permite resolver muchos problemas précticos.
Por ejemplo podemos averiguar cuantos numeros diferentes de teléfonos , placas o loterias se pueden
formar utilizando un conjunto dado de letras y digitos.

Ademas el estudio y comprension del anélisis combinatorio no va ha servir de andamiaje para poder
resolver y comprender problemas sobre probabilidades.

1.7.1. Factorial
Para todo ntimero natural n, se llama n factorial o factorial de n al producto de todos los naturales
entre n y 1:
nl=nx(n—1)x(n—2)x(n—3)*...x1

Se define al factorial de 0! = 1.
Los factoriales se usan mucho en la rama de la matematica llamada combinatoria.

Ejemplo:

Preg.- Calcular el factorial de 5.
Resp.-

5l =5%4%3%2x%1.

5! = 120.

1.7.2. Permutaciones

Dado un conjunto de n elementos, se llama una permutacién de n objetos tomados de r en r,
colocados en un determinado orden.

Ejemplo:

Preg.- Se tiene 7 libros y solo 3 espacios en una biblioteca, y se quiere calcular de cudntas maneras
se pueden colocar 3 libros elegidos; entre los siete dados.
Resp.-
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1. Numero total de objetos.
n=".

2. Cantidad para cada permutacion:
r=3.

3. Calcular la permutaciéon de 7 libros en 3 lugares.

7! 71 5040
e ) TR TR

1.7.3. Combinaciones

Dado un conjunto de n objetos, se llama una combinacién de n elementos tomados de r en r, en el
que importan los objetos mas no el orden de colocaciéon de ellos.

= (7)==

Ejemplo:

Preg.- Una senorita desea invitar a cenar a 5 de 11 amigos que tiene, ;cudntas maneras tiene de
invitarlos?
Resp.-

1. Numero total de objetos.
n = 11.

2. Cantidad para cada combinacién:
r=2>.

3. Calcular la combinacién de 11 amigos en 5 invitados.

11! 111 39916800 39916800

Cs = _ _ _
" 5% (11—5)]  Blx6l  120%720 86400

= 462




Capitulo 2

Distribuciéon de frecuencias

2.1. Definicion

Si para cada valor de la variable X, considerado como un suceso, podemos calcular su respectiva
probabilidad, obtenemos una funcién que se denomina Funcién de Distribucién de Probabilidad de la
Variable Aleatoria X. Su regla de correspondencia es un enunciado, una formula o una tabla que haga
correspondes cada valor de X con su respectiva probabilidad.

Es importante tener en cuenta que la suma de todas las probabilidad es igual a 1.

Ejemplo:

Preg.- En el experimento de lanzar tres monedas al aire, sea la variable aleatoria X que designa el
numero de caras que se puede obtener en cualquier resultado del experimento. Calcular construir la
distribucién de probabilidades.

Resp.-

1. Calcular el espacio muestral:

U={ccc ccs CSC ScCc SSC SCS €SS SSS }

2. Calcular los valores de la variable aleatoria X:

U
cce
ccs
SCS
ScC
SsC
SCS
cSS

SSS

A T A R
OH»—‘H[\D[\?[\DWN

Los valores X no se puede repetir, por lo tanto los valores para X son:
X={0 12 3}

11
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El orden de los valores de X no importa.

3. Calcular la probabilidad para cada valor de X:

a) Para X =0:
h 1
Pr(0)=—-—=<=
rO) =2 =
b) Para X = 1:
h 3
Pr(l)=—==
r) =2 =2
¢) Para X =2:
h 3
Pr(2)=—=-
r(2)=_=g
d) Para X = 3:
h 1
Pr(3)=—==
r@)=-_=g
4. Construir la distribucién de probabilidad:
Pr(X)
T
Y
4
2 &
3] 3
Se debe recordar que la suma de todas las probabilidades debe ser siempre 1:

4
> Pr(X;) = Pr(Xy) + Pr(Xs) + Pr(Xs) + Pr(Xy)

2.2. Grafica

A partir de los valores de X y sus respectivas probabilidades es facil representar la distribuciéon
de probabilidad en un sistema ejes coordenados, donde la horizontal tendré los valores de X y en la
vertical las probabilidades Pr.

La grafica para la distribucion del ejemplo anterior es:



CAPITULO 2. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS 13

1B -

LiE

2.3. Media tedrica o Esperanza matematica
Es la media ponderada de los posibles valores de una variable aleatoria X. Dependiendo del autor

se suele representar por u, p, o E.

,u:MZ:E:ZXi*Pr(Xi)

i=1

Ejemplo:

Preg.- Calcular la media tedrica para el ejemplo de la seccién 2.1.

Resp.-

4
uw= ZXi * Pr(X;) =Xy % Pr(X1) + Xox Pr(Xs) + X3 % Pr(X3) + Xygx Pr(Xy)
=1

—0*1+1*§+2*§+3*7
H=T7% 8

8 8
_o42,6,.3
H=PT87T87T%
12 3
:—:—:1
p=3 =3 5]

2.4. Varianza

Es la media de la dispersién de una variable aleatoria X. Se puede representar por o2, 02 o Var.

n
o’ =02=Var= (ZXlQ * Pr (Xi)> —u?

i=1
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Ejemplo:

Preg.- Calcular la varianza para el ejemplo de la secciéon 2.1.

Resp.-
4
o? = <ZXZ2 * Pr (X1)> — 2
i=1

02 = X2 % Pr(X1)+ X2 % Pr(Xy) + X2 Pr(X3) + X7 « Pr(Xy) — u?

2 2 2 2 2

8 2
0220*5—5—1*%4—4*;—1—9*%—%

2.5. Desviacidn tipica o estandar

La varianza se expresa en unidades de segundo grado, en muchos casos es necesario tener una
medida de dispersién de primer grado, esto es la desviacién estandar.

oc=o0, =VVar
Ejemplo:
Preg.- Calcular la media teérica para el ejemplo de la seccion 2.1.
Resp.-
3
oc=VvVVar = 1

=0, 866

SES
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